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Soit (X, g) une varie te hermitienne compacte. Si . # C 2(X ), soit M(.)=
det($*+ + {
*
+.). Etude d'e quations de la forme M(.) = F(x , {. ; .) ou
F # C (TX_R) est une fonction partout strictement positive ayant une croissance
exponentielle en |.| et majore e par une puissance de la norme du gradient de .. Let
(X, g) be a hermitian compact manifold. For . # C 2(X ), let M(.)=det($*++{
*
+.).
Study of equations of the form M(.)=F(x, {.; .), where F # C (TX_R) is an
everywhere strictly positive function with an exponential growth in |.| and which
is bounded by a power of the norm of the gradient of ..  1996 Academic Press, Inc.
Introduction
Soit (X2m , g) une varie te hermitienne compacte. On e tudie dans cet
article des e quations aux de rive es partielles elliptiques non line aires du type




ou F # C(TX_R) est partout strictement positive. Lorsque g est
ka hle rienne et F=exp[&*.+f (x)] avec * # R et f # C(X ), on obtient
alors l'e quation a laquelle conduisent la recherche de me triques
d'EinsteinKa hler et la conjecture de Calabi a savoir que toute (11)-forme
de la premie re classe de Chern est la forme de Ricci d'une me trique
ka hle rienne sur X. Ces proble mes ont e te re solus par Aubin [15] et Yau
[11].
Dans cette e tude, on se place en me trique hermitienne avec un second
membre F plus ge ne ral. Dans [7], Cherrier a, entre autres, re solu le cas ou
F=exp[*.+f (x)], *0 et f # C (X ), par la me thode de continuite , puis,
par un argument de point fixe, le cas d'un second membre F(x, .) majore e
par une puissance de |.|. On prouve ici des re sultats d'existence pour une
croissance de F en ea |.|(1+|{.|b) avec 0<a et 0<b. Notons les points
suivants consernant les estime es a priori requises pour re soudre ces e qua-
tions. On obtient l'estime e C0 a partir d'une majoration de l'inte grale de
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d'Aubin. Contrairement au cas ka hle rien, l'estimation des de rive es secondes
mixtes ne se de duit pas directement de l'estime e C0 ; l'estime e C1 s'impose.
De me^me une fois l'e quivalence des me triques g*+ +{*+ . acquise, l'estima-
tion des de rive es secondes pures est ne cessaire pour pouvoir majorer a
priori les de rive es troisie mes mixtes.
I. Notations et Pre liminaires
1. Soit X2m une varie te complexe compacte de dimension complexe
m2. Toutes les repre sentations locales de tenseurs que nous conside rons
sont relatives a des syste mes de coordonne es (z*=x*+iy*)*=1, ..., m adap-








Soit g une me trique hermitienne sur X, c'est-a -dire un tenseur deux fois
covariant, re el et syme trique de fini par g=g*+ dz*dz+ telle que la matrice
(g*+ )*, + est partout hermitienne de finie positive sur X. Le tenseur
g&1=g*+ e*e+ de fini par la matrice (g*+ )*, + , transpose e de l'inverse de la
matrice (g*+ )*, + , est aussi re el syme trique.
L'e le ment de volume oriente associe a la me trique g est la forme dV
d'ordre 2m de finie localement par
dV=(i2)m det(g) dz1 7 dz1 7 } } } 7 dzm 7 dzm
=det(g) dx1 7 dy1 7 } } } 7 dxm 7 dym.
La connexion de Chern { de la varie te (X, g) est l'unique connexion




seuls les symboles de Christoffel non mixtes 1 &*+ , ou *, +, et & # [1, ..., m],
ne sont pas identiquement nuls.
Pour tout tenseur t=tcd dz

















ou T cab et R
c
eab de signent les composantes des tenseurs de torsion T et de
courbure R.
Enfin, toutes les notations que nous utiliserons suivent celles dans [7],
en particulier, nous de signons par
2.=&{**.=&g
*+ {*+ ., |{.| 2={*.{*.=g*+ {*.{+ .
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le laplacien et le carre de la norme du gradient d'une fonction .. Signalons
que le laplacien posse de une fonction de Green G(P, Q) telle que, si
. # C2(X ),
.(P)=.~ +|
X
G(P, Q) 2.(Q) dV(Q), (2)
ou .~ =V&1 X . dV est la moyenne de . sur X.
Notons GQ(P)=G(P, Q). Nous disons que la me trique g ve rifie
l'hypothe se H, si elle posse de l'une des proprie te s suivantes:





(ii) g est conforme ment ka hle rienne.
2. Soit A/C2(X ) l'ensemble convexe des fonctions admissibles
relativement a la me trique g de fini par
A=[. # C 2(X ); la matrice hermitienne (g$*+ )*, +
=(g*+ +*+ .)*, + est partout de finie positive].
Un repe re g-orthonorme en P diagonalisant la matrice (*+ .(P))*, + sera
dit adapte a ..
Si . # A & C(X ), on peut conside rer la me trique hermitienne g$=g.=
g+i . repre senter localement par la matrice (g$*+ )*, + . Les e le ments de
volume relatifs a g et g$ sont relie s par la relation
dV$=M(.) dV,







Soit F une fonction nume rique C de finie sur TX_I, I un intervalle
ouvert de R, on s'inte resse a la mise en e vidence de solutions admissibles
. de l'e quation
Log M(.)=F(x, {.; .).
3. En pre liminaire, donnons une ge ne ralisation d'un lemme
d'Ho rmander [9, p. 97] et Tian [10, p. 228] relatif a l'inte grale de
l'exponentielle des fonctions plurisousharmoniques sur la boule de Cm.
Mais tout d'abord la formule inte grale suivante; pour tout champ de vec-
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En utilisant une partition de l'unite , on se rame ne au cas ou le support de
Y est contenu dans le domaine U d'une carte locale. Comme
* | g|=| g| g+& * g+& =1 +*+ |g|,





(* Y *+1 **, +Y
+) |g| dx1 } } } dym
=|
U
Y *(&* |g|+1 ++* |g| ) dx






1 } } } dym=|
X
Y *T ++* dV.
Lemme 1. Soit BR(O) la boule centre e en O et de rayon R et soit a un
re el positif. Pour Toute fonction . plurisousharmonique dans BR telles que




ou r<Re&a2 et C une constante positive ne de pendant que de m, a et R.
De monstration. C'est une simple modification du lemme 4.4 d'Ho r-
mander [9, p. 97].
Lemme 2. Sous l'hypothe se H sur la me trique g, il existe des constantes
positives :, C1 et C2(:) ne de pendant que de (X, g) telle que pour tout . # A,
on ait:
(i) .&.~ C1 .
(ii) X e
&:(.&.~ ) dVC2(:).
De monstration. La premie re partie du lemme se de montre comme dans
Cherrier [7, pp. 348351]. Pour e tablir l'autre partie, notons u=.&.~ et
remarquons qu'au voisinage de chaque point de X ; la me trique g peut e^tre
majorer par un multiple de la me trique euclidienne g0. On fixe alors un
recouvrement de X par des boules Bri4(xi ), i # [1, ..., N], ou ri est un re el
strictement positif et assez petit telle que gbg0 partout dans B2r i (xi ), b
e tant une constante positive.
De signons par  i le potentiel de g0 dans la boule B2r i (xi ) telle que
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D'apre s la partie (i), on a
u+iC1+C3 dans B2r i (xi ). (6)
D'autre part, u&C10 et donc, pour tout i # [1, ..., N], la moyenne de
u&C1 sur X est plus petite que sa moyenne sur la boule Bri 4(xi ). Par
suite, il existe yi # Bri 4(xi ) telle que
u( yi )C1 _1& VVol Br i4(xi )& . (7)
On pose :=[2C3+VC1(min1iN Vol Br i4(xi ))
&1]&1. Ainsi, tenant
compte de (6), on de duit que :[u+i&u( yi )&i ( yi )]1 et, d'apre s le
lemme 1 ou l'on prend a=1, on obtient,
|
B ri 2 ( yi )
e&:[u+ i&u( y i )& i ( yi )] dVCte.
Enfin les ine galite s (5) et (7) permettent d'e crire
|
B r i  2( yi )
e&:u dVCte.
Le re sultat s'en suit en remarquant que Br i4(xi )/Bri 2( yi ) et puisque X est
recouverte par les boules Bri 4(xi ).
Ce lemme permet d'associer a la varie te (X, g) le re el :(X ) de fini comme
e tant la borne supe rieure des re els :>0 telle que (ii) soit satisfaite pour
toute fonction . # A.
II. Sur les Estime es C0 et C1
Donnons d'abord une adaptation au cas envisage de la proposition 11 de
Aubin [4, p. 91]. Quand l'estime e C0 ne se de duit pas facilement du prin-
cipe du maximum, le lemme suivant nous permet d'e laborer une me thode
d'ite rations d'estime es Lp.
Lemme 3. Soient h: R  R une application lipschitzienne et c # R. Il
existe des re els b1(c), ..., bm(c) de pendant continu^ment de c, avec bk(0)=1 et
bk(1)=(C km)
&1; posse dant la proprie te suivante. Pour toute fonction
. # C2(X ),
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h$(.) {*. _ :
m
k=1





ou 0k(c) et 3k sont les 1-formes de type (10) de finies par
(0k(c))*1=(k!)















T &+1+ l {
*2
+2. } } } {
*l
& . } } } {
* k
+ k.& .





De monstration. Par un argument de densite , on se rame ne au cas ou





(k!)&1 $+1 } } } + k*1 } } } *k{
* 1






Ainsi, compte tenu de l'antisyme trie du tenseur de Kronecker et de la
relation tensorielle




+ l + 1{
*l
& .,





h$(.) {*1 .(0k(0))*1 dV&|
X
h(.) {* 1 .(3k)* 1 dV,
c'est-a -dire l'e galite (1) quand c=0.
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Dans un repe re g-orthonorme en P et diagonalisant la matrice










*1< } } } <* l , * i{*
1
k+1
a*1 } } } a* k
est une combinaison line aire des fonctions syme triques e le mentaires des
variables (a+)+{* . Quel que soit c # R, en utilisant la formule de Taylor,
on e crit J*(.) comme combinaison line aires des fonctions syme triques
e le mentaires des variables (c+a+)+{* . On met ainsi I sous la forme
mk=1 {
*.(0k(c))* .
Pour e tablir les valeurs des re els bk quand c=1, on peut s'inspirer des
calculs mene s dans [6].
La seconde partie du lemme est obtenue en prenant c=1 et h(t)=
&e&2pt, ou pp0 est un re el stictement positif assez grand. Dans ces condi-




On minore alors le second membre de (1) par une combinaison line aire des
(Uk)k=1, ..., m&1; les coefficients de pendent polyno^mialement de p. En fait, il
est possible de choisir p0>0 assez grand telle que, pour tout pp0 , on ait
|
X












et par suite (2). Tous les calculs sont de taille s dans [7, pp. 352353,
380383].
Lemme 4. Soit & un re el non nul et F # C(X2m_R) une fonction partout
strictement positive telle que 0 < A&1  F(x, t)  Aea |t| pour tout couple
(x, t) # X_]&, t0], ou A et t0 sont des constantes avec a # ]0, :(X)m[.
Sous l 'hypothe se H sur la me trique g, toute solution de l 'e quation
M(.)=e&.~ [F(x, .&.~ )]s, 0s1, (3)
est estime e a priori dans C0(X).
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De monstration. Il s'agit d'estimer && , ou =.&.~ . Tout d'abord,
d'apre s la premie re partie du Lemme 2, on voit que C1 et donc en se
plac ant au maximum de ., tenant compte de (3) et la minoration
A&1F(x, t), on obtient une majoration a priori de &.~ . Il en re sulte que
M()=e&.~ [F(x, )]sC2ea ||C3 e&a,
ou la constante C3 de pend de A, a, C1 ainsi que d'un majorant de &.~ .
D'autre part, l'application de l'ine galite (2) montre l'existence d'une con-
stante positive C4 telle que pour tout pp0 , assez grand, on ait
&{e&p &22mpC4 |
X
e&(a+2p)  dV. (4)
L'ine galite de Sobolev, &&{e&p&22+C5 &e
&p &22*&e
&p&22 , ou




e&(a+2p)  dV. (5)
On choisit alors un re el b dans l'intervalle ]a, :(X )m[; d'ou puisque
mb<:(X ),
&e&&bmbC7 . (6)




Par Ho lder, compte tenu de (6), on aura
|
X
e&(a+2p)  dVC9 &e&p&22+=C7 &e&p &*2* .
Prenons ==C5[C7(1+pC6)]&1, tenant compte de la valeur de C8 , (5)
devient alors
&{e&p &22C10 p
b(b&a) &e&p &22 . (7)
Or, d'apre s la premie re partie du Lemme 2,  est a priori majore e, on
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Ainsi, en notant u=e&2, on en de duit compte tenu de (7), par l'argu-
ment de Yau [11, p. 358] que &u&pC11( p). Puis a l'aide de l'ine galite de
Sobolev et de (7), on montre l'existence d'une constante positive C12 tel
que, si p1, on ait:
&u& p*pC12 p
b(b&a) &u& pp ,
ce qui implique par ite ration sur l'entier k0, l'existence d'une constante






b(b&a)  kl=1 l*
&l &u&1C13 .
Faisons tendre k vers l'infini, on de duit que uC13 et par suite
&2&1 Log C13 . Ce qui nous permet de conclure puisqu'alors  e tant
estime e a priori dans C0; en se plac ant en un point ou . atteint son maxi-
mum, on prouve, compte tenu de (3), que &.~ C14 . Ainsi |&.~ |C15 et
&.&C16 .
Lemme 5. Soient & un re el non nul et F # C(TX_R) une fonction par-
tout strictement positive telle que 0<A&1F(x, p; t)Aea |t|(1+| p| 2b)
pour tout (x, p; t) # TX_]&, t0], ou A et t0 sont des constantes, a>0 et
0<b<1. Sous l 'hypothe se H sur la me trique g, toute solution . d 'une e qua-
tion de la forme
M(.)=e&.~ [F(x, {.; .&.~ )]s, 0s1, (8)
est estime e a priori dans C0(X) quand a(1&b)<:(X )m.
De monstration. En se plac ant au maximum de . en un point P # X, en
remarquant que ({.)(P)=0 et en utilisant la minoration A&1F(x, p; t),
on obtient une majoration a priori de &.~ . Or, d'apre s le lemme 2(i), on a
=.&.~ Cte; il en re sulte que
M()=e&.~ [F(x, {; )]sC1 e&a[1+|{| 2b].
L'application de la seconde partie du Lemme 3 montre donc l'existence
d'une constant positve C2 telle que pour tout pp0 , assez grand,
|
X
|{e&p | 2 dVC2 p |
X
e&(a+2p) (1+|{| 2b) dV. (9)
Or, on sait, d'apre s l'ine galite de Young, que pour tout =>0, on a
e&a || 2b=b(b&a)e&$+= |{| 2,
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ou $=a(1&b)<:(X)m. Compte tenu du fait que e&aC3e&$,
l'ine galite (9) devient:
2 &{e&p &22C2 p[C3+=b(b&1)] |
X
e&($+2p)  dV+C2=p&1 &{e&p&22 .







l'analogue de (7), ce qui permet d'ope rer comme au Lemme 4.
Lemme 6. Soit F # C(TX_R) une fonction ve rifiant les hypothe ses du
Lemme 5. On suppose en plus que
|{F |, } pc Fpc }CteF. (1)
{ de signe le gradient pour une me trique hermitienne et ( pc) de signent les
coordone es naturelles dans les fibres de TX. Soit B/C3 un ensemble de
solutions admissibles de l 'e quation
M(.)=F(x, {.; .). (2)
Alors B est borne dans C1(X).
De monstration. Soit . # B. Conside rons la fonctionnelle
1 (.)=|{.| 2 exp[ek(c&.)], ou k>0, c= sup
. # B
&.& . (3)





et donc en e crivant que le laplacien de Log 1 (.) dans la me trique de for-





|{$ | {.| 2 | 2
|{.| 4
&kek(c&.)(2$.&k |{$.| 2). (5)
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Il convient de majorer convenablement les deux premiers termes du mem-
bre de droite de (5).
Tout d'abord, en e crivant que |{$ Log 1 (.)| 2 (P)=0, on obtient





(g$:; {: |{.| 2 {; .+conj.).
(6)
De veloppons { |{.| 2, compte tenu des relations {:+ .=g$:+ &g:+ et
g$:; g$:+ =$;+ , on peut e crire
(g$:; {: |{.| 2 {; .+conj.)
=2( |{.| 2&|{$.| 2)+(g$:; g*+ {:*.{+ .{; .+conj.)
et d'apre s l'ine galite de Cauchy, il vient,
(g$:; g*+ {:*.{+ .{; .+con.)
E1
kek(c&.)
|{.| 2 |{$.| 2,
ou
E1=g$:;
 g*+ ({:*.{; + .+{*; .{:+ .). (7)
Ainsi, l'ine galite (6) donne la majoration suivante:






D'autre part, les relations {a Log F=g$:;
 {a:; ., ou a # [1, ..., m,
1 , ..., m ], obtenues par de rivation de (2), et les relations
{*:; .&{:; * .=&T &*:{&; . (9)
et






+;) {& . (10)
de duites de (I-1), permettent d'e crire 2$ |{.| 2 sous la forme
2$ |{.| 2=&({*.{* Log F+conj.)&E1&E2 , (11)
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Observons a pre sent qu'en e crivant {&; .=g$&; &g&; , on e tablit
l'existence d'une constante positive C2 ne de pendant que de (X, g) et d'une
estime e C0 de . telle que
|E2 |C2 |{.| 2 (1+g$:;
 g:; ). (12)
D'autre part, tenant compte de (1) et du fait que |{.|(P)1, le de veloppe-
ment des termes en F dans (11) permet d'e crire
&({*.{* Log F(x, {.; .)+conj.)C3 |{.|2&\ Log Fp: {: |{.|2+conj.+ ,
(13)
on C3 ne de pend que de la constante dans (1) et du maximum sur X de la
norme du tenseur de Torsion T.
En reportant (12) et (13) dans (11) et puisque (1) et (4) impliquent que








 g:; )+C3+C4kek(c&.). (14)
Reportons (8) et (14) dans (5), on obtient
0[C2&kek(c&.)](m+2$.)&k2ek(c&.) |{$.| 2
+(2+m+C4) kek(c&.)+C2+C3 .
C'est-a -dire, en tenant compte du fait que ek(c&.)1,
0(C2&k)(m+2$.)&k2 |{$.| 2+C5 ,
ou C5=C2+C3+(2+m+C4) ke2k &.&. Prenons k=C2+1; il s'en suit
que
(m+2$.)(P)C5 , |{$.| 2 (P)C5 k&2. (15)
Or, d'apre s l'ine galite arithme ticoge ome trique, on ve rifie, en se plac ant
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et comme . ve rifie (2), tenant compte de l'estime e C0 de ja acquise et
l'hypothe se de croissance sur F, la premie re ine galite de (15) implique
l'existence d'une constante positive C6 telle que
(m&2.)(P)C6 |{.| 2b.
Enfin l'ine galite |{.| 2(m&2.) |{$.| 2 combine e avec la seconde
ine galite de (15) permet d'affirmer que la norme du gradient de . est
estime e a priori en P puisque b<1, et donc en e crivant que, partout dans
X, 1 (.)1 (.)(P), on conclut que |{.| 2|{.| 2 (P) exp[ek &c&.& ]. Le
lemme en re sulte.
III. Estimation a priori dans C3, :.
Lemme 7. Soient F # C2(TX_R), C0 et C1 deux constantes positives.
Soit B un ensemble de solutions admissibles de l 'e quation




&.&C0(X )C0 , sup
. # B
&{.&C0(X )C. (2)
Il existe des constantes positives C2 , C$2 , a et b telles que, si . # B, on ait:
0<C2<m&2.C$2 , agg$.bg,
ou g$. de signe la me trique de forme e g+i .. Notant K le compact de
TX_R de crit par les triplets (x, p; t) ve rifiant x # X, | p|C1 et |t|C0 .
C$2 , a et b de pendent de C0 , C1 , &F&C 2(K ) ainsi que des maximums sur X des
normes des tenseurs R, T et {T; C2 n'est fonction que de infK F.
De monstration. Soit . # B. D'apre s l'admissibilite de . et l'ine galite
arithme ticoge ome trique, on montre, en se plac ant dans un repe re adapte
a ., que







et donc d'apre s les estime es (2) et la continuite de F sur le compact K,
0<C2m&2., } 2.m&2. }C2"=1+mC &12 . (4)
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A pre sent, il s'agit de majorer a priori m&2.. Pour cela, il suffit d'ob-
tenir une majoration de g$*+ g*+ en tout point P ou la fonctionnelle
1 (.)=Log(m&2.)&k.+l |{.| 2
atteint son maximum; k et l sont deux re els strictement positifs pre cise s
ulte rieurement.
Ecrivons que le laplacien de 1 (.) dans la me trique de forme e g$ est non
ne gatif:
0(m&2.)&1 2$(m&2.)+(m&2.)&2 g$:; {:(m&2.)
_{; (m&2.)&k2$.+l2$ |{.| 2. (5)
En de rivant deux fois l'e quation (1) satisfaite par ., on exprime




&2F=g*+ g$:; {+ *{:; .&g$:_ g$\;
 g*+ {+ \_ .{*:; ..
Donc
2$(m&2.)=&g$:; g*+ {:; {*+ .
=&g$:; g*+ {+ *{:; .&g*+ g$:;
 ({:; *+ .&{*+ :; .)
=&g$:_ g$\; {*\_ .{*:; .&g
*+ g$:; ({:; *+ .&{*+ :; .)+2F. (6)
Par permutation des de rive es covariantes, tenant compte des commuta-
tions (9) et (10) de la preuve du Lemme 6, on obtient









+;) {*# .. (7)
Saturons l'e galite (7) par g$:; g*+ et reportons dans (6), la relation qui en
re sulte donne l'expression cherche e de 2$(m&2.),




ou G2 est de fini par
G2=&g$:;
 [(R&++ :+{
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et ve rifie la relation
|G2 |C3(m&2.)(1+g$:;
 g:; ); (9)
la constante C3 n'est fonction que des maximums sur X des normes des ten-
seurs R, T, et {T.
L'ine galite (5) s'e crit donc, compte tenu de (8), sous la forme
(m&2.)&1 G1(m&2.)&1 G2+G3 , (10)
ou
G1=g$:_ g$\;






G3=(m&2.)&1 2F&k2$.+l2$ |{.| 2. (11)
Dans le cas ka hle rien on remarque que le terme G1 est positif ce qui a
pour effet de simplifier les calculs; suivons donc le raisonnement qui a e te
propose . On de veloppe le carre K qui suit
0K=g*+ g$:_ g$\; [{*:; .&(m&2.) {:(m&2.) g$*; +C*; :]
_[{+_\.&(m&2.)&1 {_ (m&2.) g$\+ +C+ \_ ],
ou C*; :=T $*:g$$; , on trouve alors
G1=K+(m&2.)&1 [T **:g$
:_ {_ (m&2.)+conj.]&g*+ g$:_ g$\# T \*:T
#
+_ .
Or, au point P, ou 1 (.) est stationnaire, on peut e crire d'apre s la de fini-
tion de 1 (.),
(m&2.)&1 {_(m&2.)=k{_.&l{_ |{.| 2. (12)
Donc, en reportant dans l'expression ci-dessus de G1 , on obtient
G1=K+[T **:g$
:_ {_ (k.&l |{.| 2)+conj.]&g*+ g$:_ g$\# T \*:T
#
+_ . (13)
En se plac ant dans un repe re adapte a ., on ve rifie successivement que




(1+;; .(1+## .)&1 |T ;:# |
2
&T&2 (m&2.) g$:; g:; ,
|T **:g$
:_ {_ .|= :
*, :
|T **: | |{:. | (1+:: .)
&1
(m&1) &T& |{.| g$:; g:; C4g$:;
 g:;
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2 |= } :*, :, + T
*
*: (1+:: .)
&1 (+: .+ .++.:+.) }
(m&1) |{.| &T& :
:, +
(1+:: .)&1
_(2=+=&1 |+: .| 2+=&1 |:+ .| 2)
C4(=&1E1+2=g$:;
 g:; ).
La dernie re ine galite se de duisant du fait que |+: .|=+=&1 |+: .| 2 et
|:+ .|=+=&1 |:+ .| 2 pour tout re el =>0; le terme E1 est donne par
la de finition (7) de la preuve du Lemme 6, et C4=(m&1) &T&
sup. # B &{.&C 0(X) est une constante contro^le e d'apre s (2).
A pre sent, on utilise la positivite du terme K pour minorer l'expression
(13) de G1 ,
G1&G5[((m&2.)+k+=l ) g$:;
 g:; +l=&1E1], (14)
ou C5=max(&T& , 2C4).
Poursuivons par l'e tude du terme G3 de fini par (11). Tenant compte de
l'estime e C1, de ja acquise, et des relations (11), (12), et (13) de la preuve
du Lemme 6, on peut e crire
2$ |{.| 2&\ Fp: {: |{.| 2+conj.++C6(1+g$:; g:; )&E1 . (15)
D'autre part, d'apre s (4), le de veloppement de 2[F(x, {.; .)] donne
l'existence de deux constantes positives C7 et C8 telle que
2FC7(m&2.)+C8 g:;
 g*+ ({:* .{;+ .+{*; {:+ .)
&\ Fp: {:(m&2.)+conj.+ . (16)
Or
(m&2.)&1 g:; g*+ ({:*.{;+.+{*; .{:+ .)E1 .
Donc, en reportant (15) et (16) dans la de finition (11) de G3 , on obtient:
G3&_ Fp: {:[Log(m&2.)+l |{.| 2]+conj.&
+(lC6&k) g$:;
 g:; +(C8&l ) E1+C9 ,
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ou C9=lC6+mk+C7 . Et par suite, en utilisant a nouveau le fait que 1 (.)
est stationnaire en P, il vient, d'apre s (12),
} Fp: {:[Log(m&2.)+l |{.| 2]+conj. }C10=k &F&C 1(K ) supB &.&C1(X ) .
Ainsi,
G3(lC6&k) g$:;
 g:; +(C8&l ) E1+C9+C10 . (17)
Enfin pour avoir notre estime e, reportons les ine galite s (9), (14), et (17)
dans (10), prenons ==2C4C &12 et notons C11=max(C6 , 2C4C
&1
2 ). La
relation qui en re sulte s'e crit comme suit:
_\1& C4m&2.+ k&C11 \1+
C4
m&2.+ l&C3&C4& g$:; g:;
\C8& l2+ E1+C3+C9+C10 . (18)
Il s'agit a pre sent de de terminer k et l de fac on que, dans (18), les coef-
ficients de E1 et g$:;
 g:; soient respectivement 0 et >0. Si
(m&2.)(P)?=2C4(1+C11), (19)
les termes C4(m&2.)&1 et C4 C11(m&2.)&1 sont au plus e gaux a 12 .
L'ine galite (18) donne:
[k2&(C11+12) l&C3&C4] g$:;
 g:; (C8&l2) E1+C3+C9+C10 .
On prend alors l=2C8 et k=2[(C11+12) l+C3+C4+1] ce qui
implique que
g$:; g:; (P)C12=C3+C9+C10
et comme . ve rifie (1), on de duit Aubin [4, p. 74] que (m&2.)(P)C13 ,
ou C13 de pend de C12 et de supK F(x, p; t). Ainsi, d'apre s (19), on a
(m&2.)(P)max(C13 , ?).
Finalement en e crivant que 1 (.)1 (.)(P), partout dans X, on conclut
a l'aide de la de finition de 1 (.) que
0<C2m&2.C$2 .
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Lemme 8. Conservons les notations du Lemme 7. Soient F # C2(TX_R)
et B/C4(X ) un ensemble de solutions admissibles de (1) ve rifiant (2). Si
. # B, on pose
2=g$:; gab {:a .{;b., %2=g$:;
 g$ab g*+ {ab * .{; a+ ..
(i) Il existe une constante positive c telle que, pour tout . # B, on ait
2$2+&E&$2+K2+(g$:;
 gab {:a.{;b F+conj.)
&g$:_ g$\; gab {:a.{;b.{\_ .{\_ Fc(1+%)(1+2), (3)
ou en repe re g$-orthonorme K2=*, :, a gaa |{* :a.| 2 et les composantes du
tenseur E sont de finies par
E*:a={*:a .&:
\
{*\ :.{\a .. (4)
La constante c est fonction de a, b, d 'une estime e C0 du gradient et des
de rive es secondes mixtes de . ainsi que d 'une norme C0(X ) des teneurs R, T
et {T.
(ii) On a sup. # B &&C0(X )<.
De monstration. 1. Montrons d'abord comment la partie (ii) se de duit
de l'ine galite (3). Soit . # B, et soient k et l deux re els strictement positifs
pre cise s ulte rieurement. Notons J=k |{.| 2+l(m&2.) et de signons par
1 (.) la fonctionnelle
1 (.)= exp(eJ ).
En un point P # X, ou 1 (.) atteint son maximum, supposons que (P)1
et e crivons que le laplacien de Log 1 (.) dans la me trique de forme e est non























&eJ |{$J | 2+eJ2$J. (5)
D'autre part, Log 1 (.) e tant stationnaire en P, on en de duit que
{=&eJ{J. (6)
Majorons chacun des termes du membre de droite de (5).
66 abdellah hanani
File: 580J 282919 . By:CV . Date:07:07:07 . Time:08:51 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 2242 Signs: 866 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Compte tenu de (3), le de veloppement des termes en F montre l'existence
d'une constante positive k2 telle que
2$2k2(1+%2+4)&(K2+&E&$2)&\ Fp: {:2+conj.+ . (7)
De veloppons ensuite {2 dans un repe re g$-orthonorme ; d'apre s (4), on
peut e crire,
{*2=gaa E*:a{:a.+gaa {:a.{*:a.=A*+B* ,
avec A*=gaa E*:a{:a. et B*=gaa {:a .{*:a.. Par suite, si
|A| 2=:
*
|A* | 2, |B| 2=:
*
|B* | 2,
on obtient, pour tout =>0,
|{$2 | 2=:
*
|A*+B* | 2(1+=) |A| 2+(1+=&1) |B| 2.
Or, d'apre s l'ine galite de Cauchy,




(1+=) &E&$2+(1+=&1) K2 . (8)




=e&J (e2J |{$J | 2)=eJ |{$J | 2,
on peut e crire
|{$2 | 2
24




Par suite, vu l'ine galite (8) ou l'on choisit ==$(1&$) et puisqu'alors
(1&$)(1+=)=1 et (1&$)(1+=&1)=(1&$)$=2eJ&1, on obtient
|{$2| 2
24
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Poursuivons par l'e tude du dernier terme de (5). La relation (8) de la
preuve du Lemme 7 ou l'on de veloppe le terme 2[F(x, {.; .)] implique
l'existence de constantes positives (ki ) i=3, 4, 5 telle que
2$(m&2.)k3&k4 %2+k52&\ Fp: {:(m&2.)+conj.+ . (10)
Ensuite l'ine galite (15) de la preuve du me^me lemme montre qu'il existe
une constante positive k6 telle que
2$ |{.| 2k6&2&\ Fp: {: |{.| 2+conj.+ .
Ainsi,
2$Jlk3+kk6&lk4%2+(lk5&k) 2&\ Fp: {: J+conj.+ . (11)














K2+eJ [lk3+kk6&lk4%2+(lk5&k) 2]. (12)
Par suite, comme {:* a.&{* :a.=Rba:*{b ., on voit que K22%
2k7 , ou k7
est fonction de &R& et sup. # B &{.& ainsi que des re els a et b, de finis au
Lemme 7.
Or (P)1, l'ine galite (12) prend alors la forme
0(k2+2eJ&lk4eJ ) %2+(k2&keJ+lk5eJ ) 2+k8 , (13)
ou k8=k2+(kk6+lk3+k7) exp(&J&). Choisissons l=(2+k2 2) k&14
puis k=1+lk5+k2 2. Comme eJ 1, les coefficients de %2 et 2 dans (13)
sont alors respectivement 0 et &1. Par conse quent,
2(2)max(1, k8).
La de monstration s'ache ve en e crivant que partout dans X, on a 1 (.)
1 (.)(P), et en tenant compte de la de finition de la fonctionnelle 1 (.) ainsi
que de l'estime e C1 et l'estime e des de rive es secondes mixtes.
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2. Indiquons maintenant les e tapes de la de monstration de (3). Le







 gab ({*+ :a.{;b.+{:a.{*+;b.)
K2=g$*+ g$:;
 g:b {+ :a.{*;b .
K3=g$*+ g$:;
 gab {*:a.{+;b .
K4=g$*+ gab
 (g$:$ g$#_ g$\; +g$:_ g$\$ g$#; ) {*$ #.{+ \_ .{:a.{;b .
K5=&g$*+ g$:_ g$\;
 gab {*+ \_ .{:a.{;b .
K6=g$*+ g$:_ g$\;
 [({*_ \.{+ :a.+{+ \_ .{*:a .) {;b .
+({*_ \.{+;b.+{+ \_ .{*;b.) {:a.].
Nous dirons que U&V, s'il existe une constante positive c telle que pour
tout . # B, on ait |U(.)&V(.)|c(1+%)(1+2); la constante c n'est
fonction que des quantite s du lemme.
Pour alle ger l'e criture, nous donnerons souvent l'expression des tenseurs
utilise s dans des repe res g$-orthonorme et nous userons de la convention de
sommation sur les indices conjuge s place s en position infe rieure.
(i) Etude de K4 . Posons, en repe re g$-orthonorme ,
A=gaa {*: #.{* \# .{:a.{\a .,
B=gaa {*\ #.{* \: .{:a.{#a ..
on constate que
K4=A+B. (15)
(ii) Etude de K5 . On e limine g$*+ {\_ *+ . en de rivant deux fois (1),
ce qui donne:
K5+g$:_ g$\;
 gab ({\_ F+g$*$
 g$#+ {\$ #.{_ *+ .) {:a.{;b .
=g$*+ g$:_ g$\; gab ({\_ *+ .&{*+ \_ .) {:a.{;b.. (16)
D'apre s une identite analogue a celle donne e par la relation (7) de la
preuve du Lemme 7, le membre de droite de (16) est e quivalent a ze ro.
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D'autre part, au membre de gauche de (16), le terme en ({2.)2 ({3.)2, qui
s'e crit dans un repe re g$-orthonorme ,
gaa {#\ *.{:& \* .{:a.{#a.,
diffe re de B par Cte(1+%) 2, compte tenu des commutations (9) et (10)
de la preuve du Lemme 6.
Ainsi,
|K5+g$:_ g$\;
 gab {:a.{;b .{\_ F+B|c(1+%) 2. (17)
(iii) Etude de K6 . Notant, en repe re g$-orthonorme ,
C=gaa {*: a.{* :a.{\a.
D=gaa {*: \ .{*\a.{:a.,
on voit que
K6+(C+C )+(D+D )=0. (18)





 gab {*+ :a.{;b ..
En de rivant deux fois l'e quation (1) satisfaite par ., on e limine les
de rive es covariantes d'ordre quatre de celle-ci. En effet,
g$*+ {:a*+ .={:aF+g$*\ g$&+ {:&\ .{a*+ .
et donc
g$*+ {*+ :a.=g$*+ ({*+ :a.&{:a*+ .)+{:aF+g$*\ g$&+ {:&\ .{:*+ ..




 gab [{:aF+g$*\ g$&+ {:*+ .{:&\ .] {;b..
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Dans cette e quivalence le terme en ({3.)2 {2. est e quivalent a C en
vertu des relations (9) et (10) de la preuve du Lemme 6. Donc, tenant com-
pte de (19), on de duit que
K1&C+C +( gaa {:a.{:a F+conj.). (20)
(v) Il re sulte de (14), (15), (17), (18), et (20) que
&2$2&K2+K3+A+[(gaa {:a .{:aF&D)+conj.]
&gaa {:a.{\a .{\: F.
c'est-a -dire (3) en remarquant que, d'apre s (4),
&E&$2=g$*+ g$:; gab E*:aE+;b=K3&(D+D )+A.
3. En remarque, signalons que les calculs du premier paragraphe de
la de monstration se simplifient e norme ment quand le second membre F est
pseudoconcave par rapport a p. En effet, en conservant les me^mes nota-
tions et en tenant compte du fait que la matrice (2Fp\p_ )\, _ est partout
ne gative et vu la positivite des normes K2 et &E&$2, le de veloppement des
termes en F dans (3) montre qu'il existe une constante positive k9 telle que
2$2k9[(1+%)(1+2)+3]&\ Fp: {:2+conj.+ . (21)
Ensuite
|{$(m&2.)|2k10(1+%2). (22)
Pour voir (22), on conside re le carre positive suivant
0g:* g+; g#& ({:; #.+m&1g:; {:2.)({* +& .+m&1g+* {& 2.)
={:; #.{:; #.&m&1 |{(m&2.)| 2&m&1(g:;
 g#+ T $:#{$; .{& 2.+conj.)
et la majoration, de duite de l'ine galite de Cauchy,
| g:; g#& T $:# {$; .{& 2.|- m &T& ({:;
 .{:; .)12 |{(m&2.)|
k11 |{(m&2.)|4&1 |{(m&2.)| 2+k211 ;
d'ou |{(m&2.)|22m({:; #.{:; #.+k211) et, par suite, (22) compte tenu
de l'e quivalence des me triques g et g$. De me^me en de veloppant un carre
convenable, on montre que
|{$ | {.| 2 | 2k12(1+2). (23)
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Soient maintenant k et l deux re els strictement positifs et P # X un point
ou la fonction
1 (.)=+J, ou J=k |{.| 2+l(m&2.),
atteint son maximum. Ainsi {$1 (.)(P)=0 et d'apre s (22) et (23), on a:
|{$| 2k13(1+l2%2+k22) en P. (24)
Supposons que (P)1 et e crivons que 2$=(2$22)+( |{$| 2) et
2$1 (.)(P)0. On de duit de (11), (21), et (24) qu'il existe une constante
positive k14 telle qu'en P, on ait:
0(k9+l2k13 &1&lk4) %2+(k2k13 &1+2k9+lk5&k) 2
&\ Fp: {:1+conj.++k14 .
Prenons alors l=k&14 (k9+k13) et puis k=1+lk5+2k9+k13 . On en
de duit que si
(P)k15=max(k2, l 2),
alors (P)k14 et par suite (P)k16=max(1, k14 , k15).
Or J0 et 1 (.)1 (.)(P), on a donc (P)+&J& et puisque
&J&<, on conclut que Cte.
Lemme 9. Conservons les notations du Lemme 7. Soient F # C3(TX_R)
et B/C5(X ) un ensemble de solutions admissibles de (1) ve rifiant (2). Si
. # B, on pose
02=g$:; g$ab g$cd {:b c.{; ad ..
(i) Il existe deux constantes positives k1 et k2 telles que, pour tout
. # B, on ait:
2$02+(g$:; g$ab g$cd {:b c.{; ad F+conj.)
&Ha:b;c#d${:b c.{; ad .{#$ Fk1(1+03) (3)
et
2$02k2(1+03)&\ Fp: {: 02+conj.+ . (4)
Les composantes du tenseur H sont de finies par
Ha: } } } d$=g$:$ g$#; g$ab g$cd +g$:; g$a$ g$#b g$cd +g$:; g$ab g$c$ g$#d .
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La constante k1 est fonction d'une estime e C 0(X) du gradient et des de rive es
secondes mixtes de . ainsi que d 'une norme C0(X ) des tenseurs R, T, {R,
{T, et {2T ; k2 de pend en outre de &F&C 3(K ) et d 'une estime e C 0(X ) des
de rive es secondes pures de ..
(ii) On a sup. # B &0&C0(X )< et, quel que soit : # ]0, 1[, B est
borne dans C3, :(X ).
De monstration. L'ine galite (3) est obtenue en ope rant comme au
Lemme 6 de Cherrier [7, p. 367]. Pour e tablir (4) a partir de (3), notons
U&V lorsqu'il existe une constante positive c telle que pour tout . # B, on
ait: |U(.)&V(.)|c(1+03). En de veloppant les termes en F dans (3),
on peut e crire
[g$:; g$cd {:bc .{; ad F(x, {.; .)+conj.]





H a: } } } d${:b c.{; ad .{#$ F(x, {.; .)
&Ha: } } } d${:d c.{; ad . \ Fp* (x, {.; .) {#$ *.+
F
p*
(x, {.; .) {#$*.+ .
L'ine galite (4) se de duit alors en groupant ces deux dernie res e quivalences
et en tenant compte de la relation tensorielle (I-1).
Pour e tablir la seconde partie du lemme, de signons par k un re el stricte-
ment positif, pre cise plus bas, et P # X un point ou la fonctionnelle
1=0+k(m&2.)
atteint son maximum. Ainsi, d'apre s la relation (22) de la preuve du
Lemme 8,
|{$0|2=k2 |{$(m&2.)| 2k2k10(1+02) en P. (5)
Or, tenant compte de l'e quivalence des me triques g et g$, l'ine galite (10)
de la preuve du Lemme 8 montre l'existence de re els strictement positifs k3
et k4 telle que
2$(m&2.)k3&k4 02&\ Fp: {:(m&2.)+conj.+ . (6)
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Supposons 0(P)1, e crivons que 2$0=(2$0220)+( |{$0| 20) et que la
laplacien de 1 dans la me trique g$ est non ne gatif en P, compte tenu des
relations (4), (5), et (6), on obtient
0(k2&kk4) 02+k2k10 0+kk3+k2&\ Fp: {:1+conj.+ .
Prenons k=k&14 (1+k2). Puisque {1 (P)=0, on en de duit que
0(P)k5=max(1, 2k2k10+kk3+k2).
Enfin, en e crivant que, partout dans X, 011 (P), on conclut que
0Cte.
Soit maintenant U un ouvert muni de coordonne es complexes. La rela-
tion g$*+ {&*+ .={&F, obtenu par une de rivation de (1), s'e crit dans U
comme suit
L(& .)=g$*+ T \&*\+ .+&F( } , {.; .)+
F
p:
(x, } ; .) T \&: \.#H& ,
ou l'ope rateur L est de fini par
L=g$:; :; &\ Fp: :+conj.+&F$t .
Du fait que les de rive es mixtes et troisie mes mixtes sont estime es a priori,
*+ . et g$*+ sont localement estime es dans C1 donc dans C 0, :. D'autre
part, la solution . e tant estime e dans C2(U ), donc elle l'est aussi dans
C1, :(U). Ainsi, &H&&C0, : (U )Cte, et d'apre s Schauder, pour tout compact
K/U on a
&&.&C 2, : (K )c(K, U, :, *1 , *2)[&&.&C0(U )+&H&&C:(U )]Cte,
ou *1 est un module d'ellipticite commun aux ope rateurs g$:;
 {:; et *2 est
une borne C:(U ) des coefficients de l'ope rateur L.
De me^me, on montre que &: .&C 2, :(K )Cte et, par conse quent
supB &.&C3, :(X )<.
IV. Re solution d'e quations
Par un argument de point fixe (voir Delanoe [8-III]), on utilise le
The ore me 3 de Cherrier [9, p. 345] et les Lemmes 4, 6, et 9 pour montrer
le re sultat suivant.
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The ore me 1. Sous les hypothe ses du Lemme 4, l 'e quation
M(.)=e&.~ F(x, .&.~ )
admet une solution C admissible.
Enfin, on utilise le me^me argument et les Lemmes 5, 6, et 9 pour
prouver, a l'aide du re sultat pre cite de Cherrier, le the ore me suivant.
The ore me 2. Sous les hypothe ses des Lemmes 5 et 6, l 'e quation
M(.)=e&.~ F(x, {.; .&.~ )
admet une solution C admissible.
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